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Maqaladas Ramanucan adadlari ila bagli dordliiyiin elementlari arasinda-
KL bir alaqa Oyranilorax miiayyan “zancir” iizorinda olan R-adadlorini aldas etmak
iiciin tatbiq edilmigdir. Alinan Ramanucan adadlarinin cadvali tartib olunmug, bu
cadval forqli parametrlora gora tahlil edilarox alinan naticalarin qrafiki tasviri
verilmigdir.

Girig. Ramanucan ve ya Hardi-Ramanucan adedlori dedixde osa-
son iki natural ededin xublarinin cemi olaraq iki ferqli sexilde gosterile
biloan adadlor basa dusulur. Iki kubun cemi olaraq, tg¢, dord ve daha ¢ox
forqli sekilde gosterile bilon ededler de tapildigindan, onlara da uygun
olaraq 3-qat, 4-qat ve s. Ramanucan ededleri ximi adlar vers bilerik. On
kicik 2-gat Ramanucan ededi 1729-dur ki, bunun haqqinda da riyazi
folxlorda “Taksi meselesi” adli, heqigete oxsar bir hexaye dolasmaqda-
dir. 9sas olan odur ki, 1729 = 1° + 12° = 9° + 10° vo 1729-dan xigix
adadlorin he¢ biri bu xasseye malik deyillor. Ikinci 2-gat Ramanucan
odedi 4104 olmagla, 4104 = 2° + 16° = 9° + 15%. [1, 500] araligindax1
natural adedlerden istifade etmexle yalniz ixi demns 3-qat Ramanucan
adodi olde edile bilir ki, onlar da 87539319 = 167° + 4386°% = 228°% + 4283
= 255% +414° vo 119824488 = 11° + 493° = 90° +492° = 346° + 428°
adeadleridir.

Ogor (a,b,c,d)dérdliiyi R=a’+d’ =b’+¢’ vo a<b<c<d sor-
tini 6deyen Ramanucan dordluyu ise, istenilen x natural adedi tugun
(ka,kb,ke,kd) dordliyii de Ramanucan dérdliiyii olmagla k°R Rama-

nucan adedini verir. Bunlari ayirmaq ti¢un esli ve téreme Ramanucan
adedleri terminlerini islodirik. Ramanucan sdedinin esli olmasi, uygun
dordliyun garsiliqli sade olmasi demexdir. Qeyd edex ki, bu meqalede
biz yalniz natural sdedlorden istifade edirik.

Nohayet, demer lazimdir i, bitin bu tedgiqatlarin temsalindo,

X+ y3 ==’ Diofant te nliyinin tam sadedlor ¢oxlugunda hallinin olmaya-

cag1 haqqindak1 meshur Ferma forziyyesi, bir basqa adiyla Fermanin Bo6-
yuk Teoremi durmaqdadir. Bilindiyi ®imi bu ferziyyenin dogrulugu
1990-c1 illorde Andre Uayls terafinden isbat edildi. Ramanucan sadeadleri

Hardi-Ramanucan tenliyi deyeceyimiz x° +y3 =2+ tonliyinin tam oded-
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lor goxlugundaki (x,,¥,,%,,W,) holline bagli olaraq R, =x, +y; =z, +w,

Kimi tapilan adedlordir.
Ramanucan dordliiyiinde olan bir slage hagqinda

9vvalece Ramanucan dordluyiunds olan bir slageni ve onun tetbi-
qini gostermek megsedile asagidaxi lemmani isbat edok.

Lemma. x,y,k,/ natural sdedlor oldugda
¥’ -y’ =6l<x—y=6k (ke N) 1)

ixigat implikasiyas1 dogrudur.
Isbati. Sagdan sola implikasiya askar oldugundan, soldan saga
implikasiyanin dogru oldugunu gosterex. x >y sertinde, xy(x—y)=2p

cut eded oldugundan, (1)-in sol terafini de nezere alsaq

(x=»)’=x"-»-3xp(x-»)=61-32p=6(I—-p)=6q, ge N (2)

oldugunu goérerik. Diger terefden xubu 6-ya bolunen ededin 6zu ds 6-ya
bolindiiyiinden x— y =06k, k€ N vo lemmanin isbati tamamlanmis olur.

Teorem 4. m<n<a<b (¥) sortini odeyen natural sadedler iigiin,

m’ +b° =n’ +a’(*%) iso,
(n-m)—(b—a)=06k (ke N). (3)

Isbati. (*¥*)-dan
nw-m'=b"-a’. (4)
va ya

(n—m)’ +3mn(n—m) = (b—a)’ +3ab(b - a)

oldugunu slde edirixk. Buradan

(n—-m)’ —(b—a)’ =Jab(b - a) —mn(n—m)]. (5)

Indi, (4)-e gére
(n—-m)n’ +mn+n’)=(b-a)a’ +ab+b*) (6)

ve (*) sertine gore
2 2 2 2
n +mn+n <a +ab+b°

oldugundan, (6)-ya gore
n-m>b—a=n-m)’ >b-a)’

olmaga moecburdur ki, buradan da (5)-e gore

ab(b—a)—mn(n—m) >0
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olur. Digar terefden ixtiyari x, y natural ededleri tigin xy(x— y)-in cut
aded oldugu askardir ki, buradan da

ab(b—a)—mn(n—m) =21 (I N)

va nahayat, (5)-den
(n-m)y’—(b-a)’ =61 (€N) (7

oldugu tapilir ve yuxaridaxi lemma isbati tamamlayir.
Notico. Teoremo gore

n—-m=((b-a)+6l>6l (IeN),

yoni n-m forqi 7-den kicix deyil.

Totbiq. (n—m)—(b—a)=6 sertini odeyen Ramanucan dordlileri-
ni tapmaga calisaq. n—m=7 qobul etssx, b—a=1 olar. Buna gors
m’+b*=n’+a’ veo ya

(n—m)’ +3mn(n—m) = (b —a)’ +3ab(b - a)
barabarliyinin 6denmesi tigin
7P +21m(m+7) =1+ 3a(a+1) = 342+ 21lm(m + 7) = 3a(a+1) =
114+ Tm(m+T)=a(a+1) =>a’ +a—[114+ Tm(m+7)]=0 rvadrat tenliyinin
6denmasi lazimdar. Bu tonliyin disgriminanti

D(m) =1+ 4114+ Tm(n+7)|=457+28m(m+7) tox odedin rvadrati oldug-
da, n=m+7,a=(-1+,D(@m))/2,b=a+1 olaraq tapilir ve bunlar bu

gsorti 6deyen Ramanucan dordlulerinin bir “zencirini” toredir. Bunlara
uygun olan ededler de Ramanucan ededlorinin bir “zencirini” emoele go-
tirir. Bu dusturun ve Kompyuterin xomeyile agsagidaxi 11 dene Rama-
nucan adedi alde olunmusdur:

m D(m) A D(m) R-dordluyi R-odadi
2 961 31 2, 9,15,16) 4104
9 4489 67 9, 16, 33, 34) 40033
17 11881 109 (17, 24, 54, 55) 71288
42 58081 241 42, 49, 120, 121) 1845649
87 229441 479 (87, 94, 239, 240) 14482503
197 1125721 1061 (197, 204, 530,531) 157366664
324 3003289 1733 (324, 331, 866, 867) 685 726587
722 14737921 3839 (722, 729, 1919, 1920) 7454255048
1439 58262689 7633 (1439, 1446, 3816, 3817) 58591507032
3192 285914281 16909 (3192, 3199, 8454, 8455) 636945650263
5216 762809161 27619 (5216, 5223, 13809, 13810) 2775699258696

Analoji olarag n - m = 383-e goder mumgun olan butiin zencirler alde
olunmusdur. Tebii olaraq diskriminantin tam xvadrat olamadigi hallar-
da zancirlorin halqalar coxlugu bos olmusdur. Misal ig¢iin n—m =30
halinda, D(m) = 5232+ 20m(m + 30) olmaqla, son regemi 2 olduguna gores
tam kvadrat deyil ve uygun zencirin halqgas1 yoxdur.
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[1, 500] par¢casindaki natural adedlerin dordliileri ile slagedar
Ramanucan(R) ededlerinin forqli parametrlore gore Oyrenilmesi

Kompyuterin xomayile [1, 500] parcasindaki natural sadedlerden
istifade olunmagqgla 565 dens R- adedi tapilir ki, bunlardan da 4 demnssi
tekrarlanandir. Tekrarlanma bu ¢oxlugda 2 dene 3-qat R-sdedi olmasi
ile alagedardir.

Noticoede, bu araligdari ededlorden alde olunan forqli R-adedlori-
nin say1 561 olur. Ancaq bu adedlorden bozilori diger adadlorin k® misil-
lari olmagla toreme R-sdedleridirler ve bunlara uygun olan dordliiler de
qarsiligli sade deyillor. 9lde olunan sade R-ededlerinin sayi 229-dur ve
analiz ticin onlar esas goturulmiusdiir.

Sade Ramanucan sdedlerinin tohlili neticeleri (qrafik olaraq)

[1, 500] araligindaxi natural adedlerin vasitesile alde olunan sade
R-adedleri cedvelinin tehlili neticesinde asagidaki qanunauygunluglar
miusahids olunmusdur:

on cox olaraq 8 regamli R-ededleri(134 demns) tapilmisdir xi, bu
da [1, n] araligina baghh R-ededlerinin maksimum sayina uygun regem

say1 ugln mﬂ(n)Z[S\/Z]-i-l dusturunun dogru ola bileceyi forziyyesine
yol agmigdir. Burada [a] ilo @-nin tam hissssi isare olunmusdur. Belolik-
lo, m reqamli sade R-ededlorinin sayini S;(m) -lo isare etsex, bu funksi-

va [4,m,] aralifinda artan, sonra ise azalandir. Artma tedrici, azalma
iso ani olur. Bundan basqa 7° = 8343 = 500-157 vo 9° =729 = 500 + 229
oldugundan, yeni 7° adedi 500-e daha yaxin oldugundan S (7)>S;(9) ol-
mas1 tebiidir (sexil 1).

R-adadlerinin say1

[ElEs

! Ragam say1

Sokil 1.

Ixinci aragdirma ise [1, 250] araligina uygun R-odedlorinin
A=m-m)—(b—a)=06l (I € N) forqine gore paylanmas1 ile slagedardir.
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Uygun funksiyanin qrafiki sekil 2-de gosterilmisdir. Qrafixden de goru-
ndiuyt kimi maksimum noqgtelori esasen A, = 6(2k +1) nogtelorine uygun

golir. On boyik giymet olan 12 ise iki néqtede, A, =6 ve A, =30 ndq-
telorindes alinir.

1

A

nr|l||r||__1|r|li1'r|l|1
fo 12 18 24 30 3G 42 48 34 60 &6 T2 TR =4 90 96 02 0E 114 13

Sokil 2.

Son olaraqg [1, 250] aralig1 ile baglh ve x-i asmayan R-ededlerinin
sayin1 gosteren n(x) = S{R:R < x} funksiyasinin grafiki verilmigdir. Bu-
rada R, Ramanucan adedini, S(A)ise A ¢oxlugunun element sayini gos-

terir. Bu grafik 10° addimla [1, 107] aralifinda ve 10" addimla [107,

15.10"] araliinda olmagqla, iki forqli miqyasla verilmisdir (sexil 8 vo
sokil 4).
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Sakil 3. Sokil 4.
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O UNCJIAX PAMAHY I KAHA
M.I'TIAHAXOB, H.M.IOCYBOB, V.E.KOJJKAMA3
PE3IOME

B paGoTe H3yuaeTcs CBsI3b MEKAY 3JeMeHTaMH PamaHyHkaHCKOH YeTBEPKH ¢ LeJIbI0
T10JTy 4eHHs1 R-uHces1, HaXoMsAMIHXCsl Ha orpefiesieHHoH «uiern. [TonmydeHa Ta6iHia PamaHy -
JKAHCKHX HYHCEJI, KOTOpas UCCIIey eTCs 10 Pa3JIHYHbIM NTapaMeTpaM, a IToJTyuYeHHbIe pe3yJibTa-

ThI TpadHIeCcKH H300p aXKaIOTCA.

ON THE RAMANUJAN NUMBERS
M.G.PANAHOV, LM.YUSUBOV, U.E. KOJAMAZ
SUMMARY

This paper studies the Ramanujan numbers and the elements of four to gain R — num-

bers on a certain chain. As a result, the obtained table of Ramanujan numbers is studied ac-
cording to the different parameters and the outcome is prencented graphically.
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